Harmonicke kmity



Hlavni body

Uvod do nauky o kmitech
Harmonicke kmity

* Pohybova rovnice a jeji feSeni

« Casové zavislosti vychylky, rychlosti, zrychleni,
* Potencidlni, kineticka a celkova energie

* Princip superpozice pri skladani kmitt

* Priklad kmitajici soustavy — kyvadla

* Vlastni frekvence

* Nucen¢ harmonicke kmity- rezonance



Pohyb kmitavy
Podminkou kmitavych (vibracnich) pohybi je

1. Rovnovazna poloha, v niz na hmotny bod nepusobi
zadne sily a

2. Sily, které se snazi o navrat hmotného bodu do
rovnovazné polohy.

*Plivodem kmitavych (vibracnich) pohybi je
nejcastéji existence clastického charakteru sil,
pusobicich mezi ¢asticemi.

*V prirod¢ jsou znacné rozsireny.

V/ibra¢ni energie je diilezitym druhem energie.



Netlumene harmonicke kmity
netlumené = bez ztraty energie

* Uvazujme pro jednoduchost tuto situaci :

* hmotny bod se muze pohybovat na pfimce, kterou 4
ztotoZnime napriklad s osou X.

* pocatek zvolime v rovnovazné poloze

* Charakter kmitt je dan navratovou silou :

* navratova sila je pfimo imérna vychylce
——> harmonické kmity 0

F = —kXx X




F = — kX Linearni oscilator

* tato sila odpovida Hookovskému chovani. Jedna-li se o
silu zptisobenou odezvou materialu nazyva se konstanta
umeérnosti K tuhost pruziny a je imérna prislusnému
Youngovu modulu.

* podobna sila ale muZe existovat v libovolnem poli, které
ma potencial, naptiklad gravitaCnim nebo
elektrostatickem.



Zatizeni, kter¢ volné (bez vnéjSiho pusobeni) kmita,
je mechanicky oscilator.  viceméné linearni




Dosadime-l1 z 2. Newtonova zakona do vztahu pro
silu dostaneme pohybovou rovnici:

(diferencialni rovnice 2. fadu, ktera neobsahuje ¢len 1. fadu)
2

d“X

dt?

predpokladame tfeSeni napriklad ve tvaru :

E —kX

X(t) = X, sin(wt + @)

(Harmonicka funkce)



* Vypocteme prvni a druhou derivaci podle ¢asu

z_)t(: X, COS( wt + ¢ )
2
ilt;( =—w°X, Sin(wt+¢)=—-wx(t)

* a dosadime do plivodni rovnice :
Odtud vyjadiime w :

m—— = —kx
dt? »e | K
: / m
-—mo°X(t)=-k x(t)

vlastni uhlova frekvence



* Casovou zavislost vychylky mizeme tedy popsat:

X(t) = X, sin( wt + @) = X, Sin( /£t + )
» Uhlova frekvence @ popisuje analogicky jako u
kruhového pohybu periodicitu.
e Zavadime tedy 1 frekvenci f a periodu T :

)
T

* ProtoZe vychylka vznikla dvoji integraci, obsahuje dvé
integracni konstanty :
* amplitudu x,, ktera ma vyznam nejvétsi mozné vychylky
d
* fazi @, pomoci niz lze popsat kmity, které mély urcitou
pocatecni vychylku v okamziku, kdy se zacal méfit Cas.

w=2xf =



Pohyb po kruznici — pohyb kmitavy

Pruméty rovnomérného kruhového
pohybu do kolmych os jsou
pohyby kmitave.

Souradnice hmotneho bodu B :

X(t)=r.cos ¢(t) = r.cos(¢, + wt)
y(t)=r.sin p(t) = r.sin(p, + wt)

@, s€ zde nazyva
pocateCni faze (v Case t = 0)

r = A ...se nazyva amplituda



Pruzkum vlastnosti rychlosti a zrychleni hm. b.
x(t)= x, sin( ot + @)
dx
v(t)= e X, COS( ot + @)
d“x

a(t)= T —@°X, sin(wt+¢)=—-w’x(t)

* Rychlost se predchazi pred vychylkou o Ctvrtinu periody a
jeji amplituda je w-krat vEtsi

* Zrychleni je tmérné vychylce, ale je s ni v protifazi = ma
opacny smér = predchazi se (nebo opozd'uje) o polovinu
periody. To odpovida charakteru navratove sily. Jeho
amplituda je w?-krat vétsi



x(t) = x, sin( ot + @)
v(t):z—)t(: X, COS(wt + @ )

d2X 2 - 2
a(t)= e =—0X,SIN(ot+¢)=-0"X(1)

Yy v
10~ m | 10~ m- s




Energie kmitaveého pohybu

energie kmitajiciho hm. b.

* Energie musi mit dv¢ slozky :

* kinetickou, protoZe se hmotny bod pohybuje
urCitou casoveé promeénnou rychlosti a

* potencialni, protoZe k posunuti hmotneho bodu

do mista s ur¢itou vychylkou je tfeba vykonat
praci. Tu lze ziskat zpét, protoze vzhledem k
predpokladum netlumeneho kmitu jsou ztraty
kinetické energie zanedbatelné.




Potencialni energie Ep kmitaveho pohybu

Hledame praci potfebnou na vychyleni hm.b. do polohy x

* protoZe sila neni konstantni, ale zavisi na vychylce, musime
Integrovat.

* abychom docilili urc¢ité¢ vychylky musime konat praci

X kX2
Ep(x):W(x):jkxdx:T
0

E,(Xx) :ngsin (ot+0¢) —ima) X¢ sin’(wt+¢)

FR o



Kineticka energie E, kmitavého pohybu

Pocitame kinetickou energii z rychlosti

1 (dx) 1
Ek(X):Em(Ej =EkX§COSZ(a)t+gp)
K

w=|—
m

E.(x)= %ma)zxg cos“(wt+ @)



Celkova energie E kmitavého pohybu
Pro celkovou energii tedy plati :
E(t) =E, () +E, (1) =
g x:[cos?® (awt + @) +sin * (wt + @)]

Zé4kon zachovani energie

{
2,2
E(t)=Ex2 _ MO % _ konst.

2 P 2




Dulezité vlastnosti harmonického pohybu

1. Kineticka energie je ve fazi s absolutni hodnotou
rychlosti. Tedy nezavisi na jejim smeru.

2. Potencialni energie je ve fazi s absolutni hodnotou
vychylky. Tedy opét nezavisi na jeji orientaci.

3. Celkova energie nezavisi na ¢ase, ale jen na hmotnosti
a Ctverci uhlove frekvence a ¢tverci amplitudy.

4. Na zacatku napiiklad vychylime hmotny bod do ur¢ité
polohy, coz bude maximalni vychylka. Tim vykoname
praci a dodame systému pocatecni celkovou energii.

5. Ta se potom v zavislosti na ¢ase rozklada ur¢itym
zpusobem na potencidlni a kinetickou, ale soucet
zustava roven energii, kterou jsme dodali na pocatku.



Priklad — fyzicke kyvadlo

* Kyvadla jsou systemy kmitajici
zpravidla v gravitaCnim poli
(vyjimka napi. torzni k.).

* Fyzickym kyvadlem mtize byt
jakekoli tuhe téleso, ktere se
muze otacet kolem pevne osy
neprochazejici téziStém.
Budeme predpokladat

Y W * W

M(p)=rxF =-Gasing




* Po vychyleni kyvadla z rovnovahy o maly uhel ¢. se v
dusledku gravitace objevuje moment sily, ktery se snazi vratit
téleso do rovnovazne polohy.

* NapiSme pohybovou rovnici :

2
M(@):—GaS”](D: I(C,': | d ZD
dt
ror . I o ¢
pro malé uhly: sin(@) = ¢ |C(ijt20:—Gagp

(1) =, sin(ot+y )=, sin(St+y)



Uhlova frekvence o tedy je :

W = /@ srovnej ® = LS
I m

V (itateli opét vystupuje navratova sila (moment),
ktera dava systém do pohybu a ve jmenovateli
setrvacne vlastnosti systému

- / |
mereni casu: T =27 |—
Ga

Priklad: Valec, r=0,1 m
=7




Priklady — matematicke kyvadlo

Specialnim pripadem fyzického kyvadla je kyvadlo matematicke, jehoz
veSkera hmotnost m je soustfedéna ve vzdalenosti | od osy otaceni.
Bud’ na nehmotném vlakné nebo tycCce.

Miizeme pouzit vztahy pro fyzicke kyvadlo, do nichZ dosadime :
a=Il, G=mg, I=ml

Pro thlovou frekvenci w tedy dostavame :

_ 27 G4 _ mgl_\/@
C _‘ﬁ_‘\/mlz_ |

a pro periodu:

|
T=2r_|— kyvadlové hodiny

g



Slozené kmitani

Y1 1. oscilator .
V2 2. oscilétor
==

slozené kmitani

Princip superpozice:

Jestlize hmotny bod kona soucasn€ nékolik harmonickych kmitavych
pohybti, t¢hoz sméru s okamzitymi vychylkami yy, Y,, ..., Yy, J€
okamzita vychylka y vysledného kmitani
y®) =y, (0 +ty, O+ ... +y (D)

Okamzité vychylky mohou mit kladnou 1 zapornou hodnotu. Proto se
pi1 superpozici sc¢itaji a odcitaji.



Superpozice dvou harmonickych kmitani o
stejne frekvenci a nestejne fazi

y(®) =y, (O +y,®)+... +y (0.



Priklady slozenych kmitani o stejné frekvenci
s ruznym fazovym rozdilem slozek

Skladaji-li se harmonicke pohyby se stejnou frekvenci, vznikne
harmonicky pohyb se toutéz frekvenci.



Casovy diagram slozeneho kmitani
s ruznou frekvenci slozek

Skladaji-1i se harmonické pohyby s rtiznou frekvenci, vznikne
obecné neharmonicky pohyb






Skladani kmiti - fazory y

V-
N

@1 = w4t X
@, = Wyt
P F Qy— Py

A=A+ A2+ 2AA, cos(w, - o)t

Fazory = vektory rotujici v dvou rozmeérech kolem pocatku,
plati pro né pravidla vektorove algebry



Vlastni frekvence

\/? |Ga
=, |— w=,—
m |

Kazdy kmitavy systém ma vlastni frekvenci!

To umoznuje jev zvany rezonance.




Nucene harmonicke kmity-rezonance

w7/

(neustale ptisobime vnéjsi silou F )

Pohybova rovnice d°x
e

= —kx+ F(t)

Pro silu F(t) = F, sin Qt
: 48 w je viastni frekvence
partikularni feSeni

(pro dlouh¢ cCasy, bez pirechodovych stavii) QJ ef rekvence Slly
X(t)= X,sin(Qt+g) X 2
p— 1L —
: ? om(w?-0%)
1. ProQ—o je X;— oo Il REZONANCE

2. Oscilator kmita frekvenci Q2, ne w!

Mosty, radio, mikrovinka versus  konstrukce bez chvéni



Nucené tlumené harmonické kmity - realita

w7/

(neustale pisobime vnéjsi silou+brzdnou silou umérnou V)

Pohybova rovnice - c(;:( e 3_1(+ F (1)

Pro F(t) = F,cos @t (w je viastni frekvence, Q je frekvence sily)

Partikularni reseni (bez ptechodovych stavii)

. =

X(t)= X,sin(Qt+¢) Xo:m(mz_Q2+iRQ)
X(t)= X,sin(Qt+p+A)

1. Xy anipro Q— !l

2. Oscilator nekmita ve fazi s pusobici silou



Minimum

* Harmonicky oscilator

» Casové zavislosti vychylky, rychlosti, zrychleni
 Potencialni, kineticka a celkova energie

* Princip superpozice pi1 skladani kmitu, fazory
* Vlastni frekvence

* Nucen¢ harmonickeé kmity- rezonance



